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Zadeh"' definiu, em 1965, um subconjunto fuzzy A de um dado conjunto X através da funcdo
de pertinéncia ps: X — [0, 1], denominada funcio caracteristica de A, que associa a cada elemento de
X um grau de pertinéncia entre O e 1 no conjunto A. Assim, em vez da bi-valoracdo “x pertence a A”
ou “x ndo pertence a A”, podemos obter infinitos graus de pertinéncia intermediarios entre 0 e 1.
Trabalhando dessa forma, os problemas decorrentes do uso de termos vagos como, por exemplo, alto,
morno, rapido, etc. podem ser resolvidos e podemos caracterizar tais termos de modo preciso. A
motivacdo para que Zadeh adotasse tal procedimento se deveu ao fato de que sistemas especialistas e
elementos de inteligéncia artificial ndo podem ser bem modelados sem esses termos.

Como exemplo, consideremos como universo de discurso X o conjunto dos seres humanos do
sexo masculino e A o subconjunto fuzzy de homens de meia idade. Assim, podemos definir a funcdo

caracteristica: 4, (x) = —0,01x> +0,7x—11,25 se 25<x<45 e M, (x)=0 caso contririo. Desse

modo, nossa intui¢do é bem traduzida e verificamos que um homem de 20 anos nédo é de meia idade
pois (20) = 0, enquanto um homem de 40 anos estd tanto na meia idade assim como um outro de 30
anos (u(30) = w(40)= 0,75) e que um homem de 28 anos estd, por motivos 6bvios, mais distante da
meia idade do que o homem de 30 anos (u(28) = 0,51) . Finalmente, um homem de 35 anos
definitivamente estd na meia idade, pois u(35) = I. A funcdo de pertinéncia ndo € determinada de
forma unica e, assim, um mesmo homem x pode ter diferentes graus de pertinéncia no conjunto dos
homens de meia idade, conforme se defina de diferentes formas a fungdo caracteristica u4. Tal fato é
encarado como uma vantagem dos subconjuntos fuzzy, na medida em que podemos adequar a fungdo
caracteristica as particularidades de nossa aplicacdo. Ressaltamos que se restringirmos o
contradominio da fungdo caracteristica em {0, 1}, teremos a defini¢do de funcfo caracteristica para
conjuntos usuais.

Dentro da teoria usual dos conjuntos, é de vital importancia o estudo das funcdes continuas.
Nesse contexto, uma fung¢do de uma varidvel real € continua na vizinhanga de um ponto de seu
dominio quando a mesma nao apresenta saltos ou interrup¢des. Um estudo mais geral da continuidade
pode ser feito através do conceito de espago topoldgico, definido como segue: sejam X um conjunto e
0 uma familia de subconjuntos de X. O par (X, J) é um espago topoldgico e d € uma topologia quando
0 conjunto vazio e o conjunto X pertencem a d; uma unido arbitraria de elementos de ¢ € um elemento
de J; e a interseccdo de dois elementos de d € um elemento de J. Nessas condi¢des, os elementos de o
sdo chamados conjuntos abertos € o complementar de um conjunto aberto ¢ denominado conjunto
fechado. Definido o espaco topoldgico, pode-se mostrar que uma fungdo f, cujo dominio é o espago
topolégico (X, J) e contradominio o espago topoldgico (Y, y) € continua se, e somente se, a inversa de
todo conjunto aberto de Y € um conjunto aberto de X. Pode-se mostrar também o seguinte teorema:

Teorema 1: Sejam (X, J) e (Y, y) espagos topoldgicos e f uma fungéo f: (X, d)— (Y, y). Temos,
entdo, que as condic¢des i e ii, abaixo, sdo equivalentes, da mesma forma que iii e iv.

i. a funcdo f € continua.

ii. A inversa de todo subconjunto fechado de Y é um subconjunto fechado de X

iii Para todo subconjunto A de X, a funcéo inversa de toda vizinhanga de f{A) é uma vizinhanca

de A. (Em um espago topolégico (X, d) uma vizinhanga de xe X é qualquer elemento de J que

contenha x)

iv. Para todo subconjunto A de X e para toda a vizinhanga V de f{A), existe uma vizinhanga W

deAtalque f(W)cCV.

Utilizando-se da recém formulada concepg¢do de subconjuntos fuzzy, Chang - define, em
1967, o conceito de espaco topoldgico fuzzy, cujo caso particular sdo os espagos topoldgicos usuais.
Nesse mesmo trabalho, é estabelecido que dados dois conjuntos usuais X e Y, com subconjuntos fuzzy
respectivamente A ¢ B e uma fungado f: X —Y, pode-se definir uma fungdo f — entre os subconjuntos
fuzzy A e B, f — induzida por f. Chang estabelece a condi¢do necessdria e suficiente para a
continuidade de f — e demonstra um teorema andlogo ao Teorema 1, dentro do ambiente fuzzy.
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Goguen®' estabelece, em 1969, que os elementos de um subconjunto fuzzy podem possuir
grau de pertinéncia muito mais geral do que apenas o intervalo [0, 1] e mostra que os resultados de
Zadeh sd3o um caso particular dessa nova concepg¢do. Ele define a fun¢do de pertinéncia de um
subconjunto fuzzy A do universo de discurso X por us: X — L, em que L pode ser um semi-grupo, um
reticulado ou um anel booleano. Aqui, assumimos L como um reticulado.

Em nosso trabalho, estendemos os conceitos de espago topoldgico fuzzy e fungdo entre
subconjuntos fuzzy induzida por uma funcio usual, apresentados por Chang, para o novo contexto de
subconjuntos fuzzy estabelecido por Goguen. O nicleo de nosso trabalho é o Teorema 2, que obtemos
como sugerido por Liu'. Abaixo, fornecemos todas as defini¢des necessdrias para a compreensio e
demonstracao do Teorema 2.

Defini¢do: Sejam P um conjunto e < uma relagdo em P. Dizemos que < é uma relagcdo de
ordem parcial e P um conjunto parcialmente ordenado quando < satisfaz as propriedades:
1. reflexiva: Vxe P, x<x

ii. transitiva: Vx,y,z€ P,se x<ye y<z entdo x<z
iii. anti-simétrica: Vx,ye P,se x<y e y<x entdo x=y
Se < é uma relagdo de ordem parcial e quaisquer dois elementos de P sdo comparaveis, entdo
< ¢é denominada ordem total e P € um conjunto totalmente ordenado.

Defini¢do: Sejam P um conjunto munido de uma ordem parcial < e A um subconjunto de P. O
elemento xe P é o supremo de A, denotado v A, se sdo satisfeitas as condigdes:
i. Yae A, x>a
ii. Vye PVae A, yz2a=x<y
De modo dual definimos o infimo A A de um subconjunto A de P

Defini¢ao: Um conjunto parcialmente ordenado L é um reticulado quando quaisquer dois
elementos de L possuem um supremo e um infimo. Um reticulado completo é aquele em que fodos os
subconjuntos de L possuem um supremo e um infimo. De modo equivalente, temos que L é um
reticulado se, e somente se, sdo vélidas, para todo x, y, z em L, as seguintes propriedades.

. comutativa: Xv y=yVvV X, XAY=YyAX
ii. associativa: (xv y)vz=xv(yvz); AYAZ=xA(YAZ)
iii. absor¢do: xv (x Ay)=x; xA(XVY)=Xx

Defini¢ao: Um reticulado L € distributivo quando para todo x, y, z em L sdo satisfeitas as
propriedades:
LxAa(yvz=xAy)Vv(xAz)
. xv(yAaz)=(xvy)alxvz)

Defini¢ao: Seja L um reticulado tal que Vxe L, 0<x<1. Entao 0 é o menor elemento de L e
1 é o maior elemento de L. O complemento de xe L é o elemento x’ € L tal que xAx=0 e
xVv x=1. Um reticulado L é complementado quando todo elemento de L possui um complemento.
Uma fun¢do = L—L é de ordem inversa quando Va,be L,a<b=>b<a". A operagdo ~ € uma
involugdo quando Vxe L, “(“(x))=x"=x ¢é uma operacido de complementaridade quando Vae L,
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a’é o complementar de a. A operagio: L* — L é a operagdo de pseudo-complementacio em L* e A
o conjunto pseudo complementado de A quando VA e L¥,Vxe X, A(x) = (A(x))".

Defini¢ao: Sejam L um reticulado e @€ L. Dizemos que a € uma molécula em L quando
a<leVabe L,a=avb=a=a ou a=>b.Aoelemento minimal de L—{J} chamamos dromo.

Para todo A < L, denotamos o conjunto de todas as moléculas de L em A por M(A).



Defini¢do: Consideremos X um conjunto usual nio vazio (o universo do discurso) e L um
reticulado completo. Um subconjunto L-fuzzy de X € uma fungdo A: X—L. A familia de todos os
subconjuntos fuzzy de X é denotado L* e denominado espaco fuzzy.

Defini¢ao: Sejam X um conjunto usual ndo vazio e L um reticulado completo. Um ponto L-
a se x=y

fuzzy é um subconjunto x,€ L' definido por: Vye X ,xa(y)z{ . Para todo
0 se x#y

A < L* denotamos o conjunto de todos os pontos L-fuzzy de X em A por Pt(A).

Definicdo: Sejam L* e L' espacos L-fuzzy e f- X—Y uma fungio usual. A partir de f,
induzimos uma fung¢io f — denominada fung¢do induzida L-fuzzy e definida por:
f LS, f7(A)() =v{AWX)/ f(x) =y}, VAe L* ,Vxe X, VyeY.
A inversa f~ da funcdo induzida L-fuzzy é definida por:
fL'SLY, f<(B)(x)=B(f(x)),VBe L",Vxe X.

Defini¢ao: Consideremos X um conjunto ordindrio ndo vazio, L um reticulado completo,
munido de uma operagio pseudo-complementar - L—L e & < L. O conjunto § é denominada uma
topologia e o par (L*, 6) é um espago topoldgico L-fuzzy quando sio satisfeitas as propriedades:

i. 0 menor e o maior elementos de L estdo na topologia, ou seja, 0 0 e 1€ &
ii. VAco,vAcCS
iii. VU,Ve o,UAVED.

Todo elemento de & é chamado subconjunto aberto de L* e todo conjunto pseudo-
complementar de um subconjunto aberto é denominado subconjunto fechado de L*.

Defini¢ao: Sejam X um conjunto ordindrio ndo vazio, L um reticulado completo munido de
uma operacio pseudo-complementar = L—L e 17 < L* . O conjunto # é uma co-topologia L-fuzzy em
X e o par (L¥, ) um espaco topolégico L-fuzzy quando sio satisfeitas as propriedades:

i.0enelen
ii. VAcn,AACT
iii. VU,Ven,UvVen
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Todo elemento de 5 é chamado subconjunto fechado de L* e todo conjunto pseudo-
complementar de um subconjunto aberto é subconjunto fechado de L”.

Definicdo: Sejam (L*, §) um espaco topoldgico fuzzy e Ae L* . Definimos o interior de A
como o supremo de todos os subconjuntos abertos contidos em A e o fecho de A como o infimo de
todos os subconjuntos fechados que contém A. Denotamos o interior de A e o fecho de A por A” e A,
respectivamente.

Defini¢io: Sejam (L*, §) um espaco topolégico fuzzy e 0, < ¢ . Entdo:
i. 8 € uma base de J quando 0 ={VA: AcC J,}
ii. 8y € uma sub-base de J quando a familia {AB: Be€ 6, —{J}} é uma base de 6.

Defini¢io: Sejam (L*, §) um espaco topolégico fuzzy, # uma co-topologia L-fuzzy em X e
X, € Pt(L*) . Entio:
i. Ue & é uma vizinhanga de x, em (L%, 5) quando x, € U ou x, <U . A familia de
todas as vizinhancas de x, em (L*, 5) é denominada sistema de vizinhangas e é denotada por N(x,).
ii. Pen é uma vizinhanca remota de x,, quando x, ndo estd contido em P. A familia
de todas as vizinhangas remotas de (L, 5) é denominada sistema de vizinhancas remotas ¢ denotada
por R(x,).



Defini¢io: Sejam (L*, 6) e (L', y) espacos topolégicos L-fuzzy e f~ :(L*, ) = (L', y) uma
fun¢do induzida L-fuzzy. Dizemos que f — € uma funcdo continua L-fuzzy quando existe uma fung¢io
inversa L-fuzzy f< :L" — L* tal que todo subconjunto aberto de (L”, y) é um aberto de (L%, ¢).

Teorema: Sejam (L, ), (L', y) espagos topoldgicos fuzzy e f~ :(L*,8) — (L', y) uma
funcdo L-fuzzy. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:

i. f7 é uma funcdo induzida L-fuzzy continua.
ii. A funcdo induzida L-fuzzy inversa de todo subconjunto fechado de L" é um subconjunto L-

fuzzy fechado de L¥, ou seja, VBe y', f(B)e §'.
iii. A funcdo f ~ é continua em toda molécula de (L, 9).
iv. Vee M(L"),VQe R(f(e)), f~(Q)€ R(e).

v. y possui uma sub-base y, tal que para todo V € ¥, , temos que f (V)€ J.

vi. y possui uma sub-base ¥y, tal que para todo Q€ ¥,', temos que f“(V)e J'.

vii. a imagem por f  do fecho de todo conjunto A estd contido no fecho da imagem de f(A),
ou seja, VAe L*, f (A< (f(A) .

viii. O fecho da imagem inversa por f ~ de todo conjunto B estd contido na imagem inversa do
fecho de B, ou seja, VBe L, (f(B))" < f<(B7).

ix. A imagem inversa por f © do interior de todo conjunto B estd contido no interior da
imagem inversa de f (B), ou seja, VBe L', f<(B°)<(f < (B))’. O

Com esse trabalho, verificamos que os conceitos e teoremas que envolvem fungdes e espacos
topolégicos usuais podem ser adequados para o ambiente fuzzy, seja na concep¢do de subconjuntos
fuzzy elaborada por Zadeh, seja na concepcdo de Goguen. Em particular, verificamos que a
caracterizacdo da continuidade de funcdes através de espacos topoldgicos fuzzy, proposta por Chang,
no contexto de Zadeh, pode ser estendida para a abordagem de Goguen dos conjuntos fuzzy, numa
crescente generalizagdo. Como estudo posterior, fica a possibilidade de se verificar as condigdes
necessdrias para que o teorema acima se verifique, considerando L, em vez de reticulados, anéis
booleanos ou semi-grupos.
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